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Die binomischen Formeln 

Quadrate in Teilflächen zerlegen

Quadrate gehören zu den interessantesten geometrischen Figuren. Viele ihrer Eigenschaften stellen eine direkte Verbindung zwischen der Geometrie und der Algebra, also zwischen der Mathematik der Punkte, Linien und Flächen und der Mathematik der Zahlen, Formeln und Gleichungen her.

Ein Quadrat kann man natürlich in mehrere Teilfiguren oder Teilflächen zerlegen. Das kann deshalb sinnvoll sein, weil man vielleicht aus den Eigenschaften der Teilflächen Erkenntnisse über quadratische Flächen erhält und umgekehrt. Damit findet man oft  mathematische Zusammenhänge, die nicht auf Anhieb sichtbar sind.

Am einfachsten kann man ein Quadrat zerlegen, indem man sich vorstellt, es mit einer Schere durch gerade Schnitte zu zerschneiden. Weil die Mathematik oft eine abstrakte Sache ist, muss man sich den Schnitt wirklich vollkommen gerade vorstellen. Dann kann man den tatsächlichen Scherenschnitt geometrisch durch eine gerade Linie oder einfach Gerade ersetzen. Es gibt mehrere Möglichkeiten, ein Quadrat durch eine Gerade zu teilen.

Beispiel 1






Die Gerade e teilt das Quadrat wahllos in zwei unbestimmt große Flächen. Die Gerade g nennt man Diagonale. Eine Diagonale verläuft immer von einem Eckpunkt zu einem schräg gegenüber liegenden Eckpunkt. Die Diagonale teilt das Quadrat in zwei gleich große Dreiecke. Die Gerade h teilt das Quadrat in zwei Rechtecke, wenn sie parallel zu den gegenüberliegenden Seiten des Quadrats verläuft.
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Quadrate durch zwei Geraden in Teilflächen zerlegen

Man kann ein Quadrat durch zwei Geraden so teilen, dass vier Teilflächen entstehen. Als zusätzliche Bedingungen sollen gelten, dass die beiden Geraden sich im rechten Winkel schneiden und dass der Schnittpunkt auf der Diagonalen liegt.

Beispiel 2




Das ist eine der wichtigsten Quadrat-Teilungen in der Mathematik. Eine solche Zerlegung haben schon lange vor Beginn unserer Zeitrechnung die Ägypter der Pyramiden, die Babylonier des Zweistromlandes und die antiken Griechen untersucht. 

Warum ist diese Zerlegung so interessant?

Man sieht, dass durch die beiden Geraden vier Teilflächen gebildet werden, und zwar zwei Quadrate und zwei Rechtecke. Dazu kommt, dass die Rechtecke gleich groß und deckungsgleich (also kongruent) sind. Ganz egal, wie man die beiden Geraden gegeneinander verschiebt, es entstehen immer zwei Quadrate und zwei kongruente Rechtecke. 

Man kann das ausprobieren, indem man die Geraden markiert und mit der Maus verschiebt.

Es gibt auch einen Sonderfall. Wenn sich die Geraden im Schnittpunkt der Diagonalen schneiden ("Mittelpunkt" des Quadrats), dann entstehen vier kongruente Quadrate. 

Die Tatsache, dass ein Quadrat in zwei Quadrate und zwei gleiche Rechtecke zerlegt werden kann, wird durch die binomische Formel ausgedrückt.
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Die 1. binomische Formel


[image: image24.bmp]
Ein Quadrat ist die Summe aus zwei kleineren Quadraten und zwei gleichen Rechtecken.

Beispiel 3






Etwas genauer kann man sagen:

Das Quadrat einer Summe ist die Summe aus zwei Quadraten und zwei gleichen Rechtecken.  Die 2. binomische Formel berechnet das Quadrat einer Differenz.
Woher kommt die Bezeichnung binomische Formel?

Weil in der Klammer auf der linken Seite immer zwei Zahlen stehen, die  durch plus oder minus verbunden sind, heißt der Klammerausdruck auch Binom. Das ist wörtlich übersetzt ein "Zwei-Name", im mathematischen Sinn ein zweiteiliger Ausdruck.
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Die 2. binomische Formel
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Beispiel 4




Die 2. binomische Formel lässt sich geometrisch nicht ganz so einfach darstellen, wie die 1. binomische Formel. Doch durch Flächenverschiebung und -umwandlung sieht man das korrekte Ergebnis (kleines blaues Quadrat).
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Rechnerische (algebraische) Übungen mit den binomischen Formeln

Man kann mit den binomischen Formeln beliebige Übungsrechnungen ausführen. Man wählt eine ganze Zahl und zerlegt sie in zwei Summanden. Das enspricht der Summe auf der linken Seite der 1. binomischen Formel.

Beispiel 5
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Nun berechnet man das Quadrat des Klammerausdrucks mit der 1. binomischen Formel.
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Auf den ersten Blick scheint es so, als ob die Berechnung des Quadrats auf diese Weise umständlich ist. Doch die binomischen Formeln dienen nicht in erster Linie zur Berechnung von Quadraten, sondern helfen bei der Berechnung von unbekannten Größen.
In folgender Gleichung kann die Variable b ermittelt werden.
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Man weiß aus der 1. binomischen Formel, dass die Zahl 64 auf der linken Seite einen zusammengesetzten Ausdruck darstellt, nämlich:
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Dann kann b ermittelt werden.
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Setzt man nun alle Variablen aus der 1. binomischen Formel in diese Rechnung ein (und schreibt die Division in Bruchschreibweise), dann erhält man die allgemeine Formel zur Berechnung von b.
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Diese Formel hat natürlich nur dann einen Sinn, wenn man bedenkt, dass der Zähler des Bruches als ganze Zahl vorliegt. Auf ähnliche Weise kann man auch a berechnen.

Rechnerische Übungen mit der 1. binomischen Formel können in der Excel Datei Binom-2 ausgeführt werden.
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Die 3. binomische Formel
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Beispiel 6





Die 3. binomische Formel unterscheidet sich von den beiden anderen dadurch, dass das Binom kein Klammerausdruck ist, sondern die Differenz von zwei Quadraten. In gewisser Weise ist die 3. binomische Formel das Gegenstück zum Satz des Pythagoras.
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Die 3. binomische Formel kann man besser durchschauen, wenn man Beispielaufgaben durchrechnet. Dabei wird der ursprüngliche Ausdruck durch Termumformung umgewandelt in einen gleichwertigen Ausdruck.

Beispiel 7
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Jeder Wert der einen Klammer wird mit jedem Wert der anderen Klammer multipliziert. Dabei müssen die Vorzeichen und die Rechenzeichen beachtet werden. Zur besseren Ansicht werden die Klammerausdrücke noch einmal mit den Vorzeichen geschrieben.
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Nun muss man bedenken, dass man die Kombinationen von Rechenzeichen und Vorzeichen durch ein einziges Zeichen ersetzen kann, und zwar immer so:
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Wenn man jetzt ausmultipliziert, ergibt sich:
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Punktrechnung geht vor Strichrechnung
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Binomialkoeffizienten

In der 1. binomischen Formel
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heißt der Faktor 2 im mittleren Glied des rechten Ausdrucks: Binomial-Koeffizient.

Das trifft auch bei allen anderen binomischen Formeln zu. Ein Koeffizient ist immer ein Faktor, der vor einem Ausdruck steht.

In diesem Beispiel ist der Binomialkoeffizient die 2. Das ergibt sich aus der Tatsache, dass der linke Ausdruck die Potenz 2 hat. Nun kann man sich fragen, ob die binomischen Formeln nur für zweite Potenzen von Summen gelten? Die Antwort lautet: nein.

Die binomischen Formeln gelten für alle Potenzen von Summen (und Differenzen).

Ebenso wie auf die zweite Potenz kann man die binomische Formel auf die dritte Potenz anwenden.



                               
[image: image16.wmf](

)

a

b

a

a

b

+

3

a

b

b

3

2

2

3

+

=

+

×

×

×

×

+

3

3




Dabei stellt man folgendes fest: 

Die beiden Außenglieder des rechten Ausdrucks haben genau dieselbe Potenz wie der linke Ausdruck. Das ist bei jeder beliebigen Potenz so.

Der Zwischenraum zwischen den beiden Außengliedern wird mit steigenden Potenzen mit immer mehr Zwischengliedern "ausgefüllt". 

Dabei wachsen auch die Binomialkoeffizienten nach einer bestimmten Gesetzmäßigkeit.
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Für dieses Wachstum der Binomialkoeffizienten gibt es eine grafische Darstellung, die als PASCAL'sches Zahlendreieck bekannt ist.

Es ist benannt nach dem französischen Mathematiker Blaise PASCAL (1623 - 1662), der es in Europa zuerst veröffentlicht hat. Dieses Dreieck der Binomialkoeffizienten war aber auch schon den alten chinesischen Mathematikern bekannt. So gibt es eine ähnliche Darstellung in dem Buch "Der kostbare Spiegel der vier Elemente" aus dem Jahre 1303. Allerdings gab es in früherer Zeit keine globale Kommunikation wie heute. Deshalb wurde das Zahlendreieck zu verschiedenen Zeiten an verschiedenen Orten mehrfach entdeckt. So etwas ist in der Mathematik gar nicht selten.

Das PASCAL'sche Zahlendreieck

                                                                         1







  1          1

                                                  1           2           1

                                            1           3          3            1

                                     1           4           6           4             1

                              1            5          10        10           5             1

                       1            6          15         20         15            6             1


               1             7           21         35        35           21           7              1

       1              8           28         56         70          56          28            8              1

Die Außenglieder
 haben immer den Koeffizienten 1. Die Koeffizienten der Zwischenglieder kann man leicht errechnen, jeder Koeffizient einer Zeile ist die Summe der beiden darüber stehenden Koeffizienten.

Die roten Zahlen geben die jeweilige Potenz des Binoms an. Das ist auch zugleich die Potenz der Außenglieder.
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Beim PASCAL'schen Dreieck muss man in Gedanken hinter den Koeffizienten die beiden Summanden a und b aus dem Binom ergänzen. Dabei wird a nach fallenden Potenzen und 

b nach steigenden Potenzen geordnet.

Beispiel 8
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Die Summe der beiden Potenzen der jeweiligen Zwischenglieder ist immer gleich der Potenz der Außenglieder.

Hinweis: Im Unterschied zu dieser Darstellung wird bei der 1. Potenz der Exponent 1 generell nicht  mitgeschrieben.

Für die Binome mit höheren Potenzen kann man sich folgende beiden Vorzeichen- / Rechenzeichen-Regeln merken.

- das erste Glied hat bei Summen und Differenzen immer ein Plus

- bei einer Differenz wechseln sich aufeinander folgende Zeichen immer ab

Beispiel 9
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Das PASCAL'sche Dreieck ist eine übersichtliche Darstellung der Binomialkoeffizienten. Für die Ermittlung der Koeffizienten bei Binomen mit höheren Potenzen taugt es allerdings nicht. Denn man erhält jede Zeile nur, wenn man alle vorhergehenden Zeilen aufschreibt. Dafür ist wegen des Platzmangels schnell eine Grenze erreicht.

Es gibt eine Formel, mit der die Koeffizienten für jede beliebige Potenz des Binoms berechnet werden kann. 
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Diese Summe bedeutet:
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Der Ausdruck
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     wird gesprochen: n über k und bedeutet eine bestimmte Rechenoperation. 

Diese Formel stellt eine Verbindung her von der Algebra der binomischen Formeln zur Kombinatorik, einem Teilgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dort spielt der Binomialkoeffizient auch eine wichtige Rolle. 
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Mit Hilfe der binomischen Formeln kann man ein Binom in eine mehrgliedrige Summe umwandeln und so leichter berechnen. 

Das gilt aber nicht unbedingt umgekehrt. Eine mehrgliedrige Summe muss nicht in jedem Fall einem Binom entsprechen.

Beispiele 10
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Diese quadratischen Ausdrücke sind keine vollständigen Quadrate und können nicht als Binom dargestellt werden.
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� Die Begriffe "Außenglieder" und "Zwischenglieder" werden in der Schule nicht verwendet. Sie dienen dem leichteren Verständnis.
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